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x3+ax2+bx+c = 0
£
x3+bx2+cx+a = 0
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(n, q)

�'�X���4�'�4� {q2} =
{

n!
2000
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N ≥ 5
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eN
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ei ∈ {1
£−1} �q��� i = 1
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DC
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£
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£
BD
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BC
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� � Ï �XÐ¤ß:�K�6�+�M�4�/�i�@�'� ��� Î/~$�K�:�8~M�R~R�o�
n
�8�Q�'�*�'�@�X�

(aa)n = bb �@�M�3�X�w�`~X�M���3���6~�g�@�¢�����`���j�K�T�K�:�8~M�R~R�o�
a
�>�6�

b
£/�6�>�'�T~8Ý>�8~M~M���K�6�

1
�

Ï �:Ðkß:�K�6�T�M�4�Q�i�@�'� ��� Î/~*�K�:�8~M�R~R�o�
a
�>�6�

b
�8�Q�'�.�'�@�X�

(aa)5 = bb �
� �$¦6�;�>�:�j�8�t�4�>�6�W�`~

ABC
�Z� �'�

AB = c
£
BC = a

£
CA = b

£
∠A = α

£
∠B = β

£e�>�6�
∠C = γ

£i�+~T�M�'�'�`�X�(�'�/~j�g~8ÝX�t�i�/�`~
(a, b, c, α, β, γ)

£Q�+�/~R��~.�'�/~�>�6�W�`~X�¤�>��~3��~X�M�8�i��~M�"�K�*�o�:���4�>���M�wß:�K�6�$�'�/~V�j�K���K�j�M�WÎ@�M�¢�Q~L�@�
n
�q�����+�@�`�'�¸�'�/~R��~3�4��Z�6���6���4�g�@�g�8~X�`~X�V�8�t�4�>�6�W�`~

ABC
�8�Q�'�O�'�@�X�w�'�/~R��~v�>��~Z~8ÝR�:�o��� �

n
���4�����K�6�o�3�@�i���6~R�o��K�

(a, b, c, α, β, γ)
�

 3�j���g~M�8���6� �6���/���`~R� �g~É�.�+~��W� Î/~��'�/~¶�>�:�:��¦��M� �Z�>�6~X�g~ ���X�'�/~R�j�X���`�t�M��V� �/�;�/�4�:���" L�W�M�K�I£i�'�@�>�6�>�v�8�T V�6�:��¡R�¢���q���v�8�@�4�`~M�o���K�6�+�'�/~R�§�q���v�:�i�L�6�g~+�+�@�4�`~¦6~X�>�§¡>~X�:�6~R�G�q���w�'�/~O¥Q�>���:���4�>�;¦6~X�>�Ë�8�O�'�/~.¨��©�ª�K��«¤����~X�i�
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Ç �kß:�K�6�j�M�4�Q�/�M�K�o�

(x, y)
�@�e�i�@�'� ��� Î/~*�K�:�8~M�R~R�o�¸�8�Q�'�+�'�@�X�

yx2

= xy+2 �
¬ ��¨N�©�>�¶�:�t���8~��8�t�4�>�6�W�`~

ABC
£

AC > BC
�>�6�

M
�4�.�'�/~��j�`�6�8�i�@�K�:��@�

AB
��¡>~É�

AP
�6~j�'�/~��M� ��� �t�Q�6~��E�����

A
� ¡>~É�

BQ
�6~j�'�/~��M� ��� �t�Q�6~��E�����

B��~M~É���K�6�
AP

�X�
H
�G¡>~É�I�'�/~$�4�K�6~X�

AB
�>�6�

PQ
��~M~É�¤�X�

R
�3Èi���MÎ/~G�'�@�X���'�/~$�4�K�6~X�

RH
�>�6�

CM
�>��~Z�i~R���i~R�6���`�t�6�4�>�k�8�T~X�:�'�;�>�'�/~R�W�

Ú ��¡>~É�
S = {1

£
2
£
3
£
. . .
£
100} £¤�>�6�¶�`~É� P �6~R�6�>�8~j�'�/~��`�>�j�4� �©�@�V�M�4��8�Q���g~É�t�

T
�@�

S
�Z� �'� |T | = 49

�kß����w~X�:�'�O�g~É�
T
�K� P £W�+~$�4�:�6~X�@� ���Z� �'�O�*�@�i���6~R��'�/�@�g~R�T�X�V�o�>�6�6���Ë�E����� {1

£
2
£
. . .
£
100} �3Èi���MÎ/~L�'�@�X�k�'�/~R��~O~8ÝM�4���t�¸�O�8�Q���g~É� M�@�

S
�Z� �'� |M | = 50

�8�Q�'���'�@�X�Z�q���Z~X�:�'�
x ∈ M

£
M − {x} �4�.�6�>�Z�4�:�6~X�4�`~M��Z� �'�

x
�
à ��¡>~É�

φ(k)
�6~R�6�>�8~.�'�/~T�@�i���6~R�"�@�k�i�@�'� ��� Î/~Ì�K�:�8~M�R~R�o�

n ≤ k
�8�Q�'���'�@�X�

gcd(n, k) = 1
���X�i�6�i�@�g~¸�'�@�X�

φ(5m − 1) = 5n − 1
�q���w�g����~"�i�@�'� ��� Î/~v�K�:�8~M�R~R�o�

m
�>�6�

n
�VÈi���MÎ/~¸�'�@�X�

gcd(m, n) > 1
�

â �O¡>~É�
A = {1

£
2
£
3
£
. . .
£
n} £@�+�/~R��~ n

�4�v�T�i�@�'� ��� Î/~+�K�:�8~M�R~R�W�¸  �8�Q���g~É��@�
A
�4�3�'�M�`�O�8�.�6~+587:=/=QU>5'DCU>S*�4�6� �G�8�����'�4���t�L�@�i���6~*~X�`~R��~R�:�V�����g����~*�8�����g~M�t����� Î/~�K�:�8~M�R~R�o�M��á¸~É�8~R���j�K�6~Ì�'�/~��X��~X�X�8~X���*�K�:�8~M�R~R�

k
�q���¸�+�@�`�'�

A
�8���:�t�M�K���

k
���4�����K�6�o��8�Q���g~É�t�L�8�Q�'�.�'�@�X�G�'�/~*�K�:�8~R�o�g~M�o���`�����@�Q�>�:�.�o�+�j�@�/�'�/~R� �4�v�8���/�6~M�o�8~M���

å �(¡>~É�
f
�6~T���K�i�6�o���`�����E����� �'�/~j�g~É�O�@�G�i�@�'� ��� Î/~T�K�:�8~M�R~R�o�*�8�;�'�/~j�g~É�O�@��6���6�8�6~M�W�X��� Î/~Z�K�:�8~M�R~R�o�¸�8�Q�'�.�'�@�X�

f(1) = 0
�>�6�

f(n) = max{f(j) + f(n − j) + j}
�q���k�M�4�

n ≥ 2
�3á¸~É�8~R���j�K�6~

f(2000)
�
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%I~M�o��� Î/~X� �+�MÎ/~R�eBM242:�8~X�4�4� Ï �6�>�'�*���4�:�'��>�6�O�+�@� �8~ÉÐ��K�j~gÎ/~R�N�O�g~M�8���6�T���>�;�I¦e�@�4�V�8�i�Ë�4�¸���`~X�>�t� �j~gÎ/~R�I£M�'�K�6�8~v�'�/~"�8�i� �MÎ/~R��M�4�/�'�/~O�8~X�4�4�¸�K�j�>�:�j���>�Þ�4�$~gÎ/~R���
¬ � Ï �>�X�'�jÛk�o�:�6~ÉÐ��>�@� Î/~$�'�/~Z�t�����8~R���K�;��~X�M�i�@�i���6~R�o�

{

x1 + x2 + · · · + x1997 = 1997
x4

1 + x4
2 + · · · + x4

1997 = x3
1 + x3

2 + · · · + x3
1997

�
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�:�

�©����~(�R~R�6~R�o�M�4� �I£V�`~É�
n
�6~����i�@�'� ��� Î/~��K�:�8~M�R~R�W�º}(~��Z�4�4�¸�6���MÎ/~T�'�@�X�+�'�/~�i���`Í@�Q~Z�g�@�¢�����`���j�K�j��~X�M�Q�@�i���6~R�o�¸�@�6�'�/~Z�t�����8~R�

{

x1 + x2 + · · · + xn = n
x4

1 + x4
2 + · · · + x4

n = x3
1 + x3

2 + · · · + x3
n

�4�
(1, 1, . . . , 1)

�k¨E�k�4�L~X�M�t�O�8�O�g~M~¸�'�@�X�
(1, 1, . . . , 1)

�4�3�*�g�@�¢�����`���j�@�@�'�/~v�t�����8~R���¥I���:Î/~R�o�g~X� �I£>�4�
x1
£
x2
£
. . .
£
xn
�>��~Z��~X�M�i�@�i���6~R�o�L�'�X���4�'�4���K�6�v�'�/~Z�t�����8~R��£R�'�/~R�

0 =
n
∑

i=1

x4
i −

n
∑

i=1

x3
i −

n
∑

i=1

xi + n =
n
∑

i=1

(x4
i − x3

i − xi + 1)

=

n
∑

i=1

(xi − 1)2(x2
i + xi + 1) =

n
∑

i=1

(xi − 1)2

(

(

xi +
1

2

)2

+
3

4

) �

�R�K�6�8~�£>�q���k~X�:�'�
i
£X�+~*�@�XÎ/~

(xi − 1)2
(

(xi + 1
2
)2 + 3

4

)

≥ 0
£X�'�/~*~MÍ@�6�M�4� �C�T�/�8�t�i�o������ �T�4�

xi = 1
�q���

i = 1
£
2
£
. . .

£
n
�

z+U��/Dkb"UvsR?An>UvB:=jBM2ADCUX[�=�B/DCU$BRf6fe['7>B/5tJ�H>pÌh!B:[oBMs�76<�S:B�">?KFR�
�/�j¥I�/~M�>���g�/~gÎ � �V�K�6~MÍ@�6�M�4� �C�I£@�4�

a1 ≤ · · · ≤ an
�>�6�

b1 ≤ · · · ≤ bn
£M�'�/~R�

n(a1b1 + a2b2 + · · · + anbn) ≥ (a1 + a2 + · · · + an)(b1 + b2 + · · · + bn)
�

ä/Í@�6�M�4� �C�;�/�8�t�i�o�V�4�e�>�6�;����� �T�4�Q�X�3�`~X�M���$���6~*�g~MÍ@�Q~R�6�8~O�4�$�8�������t�>�:� Ô �>�:��� �����
�@Ù@�
}�� �'�/�:���"�`�@�'�.�@�3�R~R�6~R�o�M�4� �C�I£e�+~T�M�'�8�i��~T�'�@�X�

x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ x1997
�¦e�/~R�

x3
1 ≤ x3

2 ≤ · · · ≤ x3
1997

�¤¦e�/~R��~X�q����~�£

1997(x4
1+x4

2+· · ·+x4
1997) ≥ (x1+x2+· · ·+x1997)(x

3
1+x3

2+· · ·+x3
1997)

�
�R�K�6�8~

x1 + x2 + · · · + x1997 = 1997
�>�6�

x4
1 + x4

2 + · · · + x4
1997 = x3

1 + x3
2 + · · · + x3

1997

£
�'�/~*�:�6�MÎ/~"�K�6~MÍ@�6�M�4� �C���6~M�8����~X�$~MÍ@�6�M�4� �C���w¦e�:�6�R£

x1 = x2 = · · · = x1997
���

x3
1 = x3

2 = · · · = x3
1997

�
¨N�;~X� �'�/~R�L�t�M�g~�£

x1 = x2 = · · · = x1997 = 1
�

Ú � Ï �>�X�'�+Ûk�o�:�6~ÉÐ¤¡>~É�
d(n)

�6~R�6�>�8~V�'�/~*�X��~X�X�8~X���G�/�6�+��� Î��4�g���w�@�:�'�/~"���X�t�i�o�M��@�i���6~R�
n
�¸}(~.�6~XÜ6�6~Z�'�/~+�K�i�6�o���`���

f :
� → � �M�$�q�@�4�`�>�Z�
�

f(2n − 1) = 2n £
f(2n) = n +

2n

d(n)

�q���k�M�4�
n ∈ � �

ß:�K�6�T�M�4�
k
�8�Q�'�.�'�@�X�

f(f(. . . f(1) . . .)) = 1997
£R�+�/~R��~

f
�4�L� �8~R�o�X�8~M�

k
���K��~X�M�

l@7M2N<�DE?A7:=�H>pTY6?AUX[�['UOu¤7:[�=�F)(ÉDCUÉ?`=�cwYQ7:=QDC7M?KFWUWc.&@[oB:=Q58U@�
¡>~É�

(xk)
�6~*�'�/~O�g~MÍ@�Q~R�6�8~Ì�6~XÜ6�6~M���>�

x1 = 1
�>�6�

xk+1 = f(xk)
�q���3�M�4�

k ≥ 1
�¤}(~v�Z�>�:�k�8�.Ü6�6�Ì�'�/~*�K�:�8~M�R~R�o�

k
�8�Q�'�+�'�@�X�

xk+1 = 1997
�



���

¦e�/~ÌÜ6�o���¸�8~R���j�Z�@���'�/~T�g~MÍ@�Q~R�6�8~
(xk)

�>��~
1
£
2
£
3
£
4
£
6
£
5
£
8
£
12
£
10
£
7
£

16
£
24
£
. . .

��}(~"�6��~X�g~R�:�w�'�/~R�Ë�K�.�8�Q�8�8~X�'�'� Î/~*���>�Z�R£
R1
£
R2
£
R3
£
. . .
£R�+�/~R��~

Rj�8���:�t�M�K���$~8ÝR�:�o��� �
j
�8~R���j�
�

R1 : 1
R2 : 2

£
3

R3 : 4
£
6
£
5

R4 : 8
£
12
£
10
£
7

R5 : 16
£
24
£
20
£
14
£
9���

}(~*�Z�4�4�I�6���MÎ/~v�'�@�X�W£/�q���V�M�4�I�i�@�'� ��� Î/~O�K�:�8~M�R~R�o�
i
£
j
£@�Z� �'�

j ≤ i
£:�'�/~

j �
� �@�i���6~R��K�

Ri
�4�

(2j − 1)2i−j �
¦e�@�4�O�4�Ì���`~X�>�t� �(�8�o�Q~j�q���

i = 1
�¶¡>~É�

i ≥ 1
�6~jÜ:Ý>~M��� �X�i�6�i�@�g~T�'�@�X�"�'�/~��~X�8�6� �k�4�k�8�o�Q~v�q���

Ri
��¦e�/~R�O�'�/~"�4�M���¤�8~R�����@�

Ri

Ï �'�/~*���6~v�X�¤�'�/~*�t�`�R�>�oÐe�4�
2i − 1

�¨E�k�q�@�4�`�>�Z�G�'�@�X�w�'�/~"Ü6�o���¤�8~R�����@�
Ri+1

�4�
f(2i − 1) = 2i = (2 × 1 − 1)2i+1−1 �¦e�:�6�R£M�'�/~+�6~X�'�K��~M�T�q�����T�6�4�O�4�3�8�o�Q~*�q���w�'�@�4�LÜ6�o���k�8~R�����

�X�i�6�i�@�g~*�'�@�X�3�'�/~.��~X�8�6� �L�4�L�8�o�Q~O�q���G�'�/~
j �

� �@�i���6~R�3�K�����>�
Ri+1

£:�+�/~R��~
1 ≤ j < i + 1

��¦e�/~R�Ì�'�/~Z�q�@�4�`�>�Z�K�6�$�8~R�����K�
Ri+1

�4�
�

f
(

(2j − 1)2i+1−j
)

= (2j − 1)2i−j +2i−j+1 =
(

2(j +1) − 1
)

2i+1−(j+1) �
¦e�/~R��~X�q����~�£X�'�/~"�q�����T�6�4�*�4�k�8�o�Q~"�q���I�'�/~$Î@�M�¢�Q~

j + 1
�3�/�+�K�6�@�Q�o���`���I£:� �k�4�G�8�o�Q~v�q����M�4�

j ∈ {1
£
2
£
. . .
£
i + 1} �¦e�:�6�R£R�'�/~Z�q�����T�6�4�Z�4�3�8�o�Q~*�q���k�M�4�Q�@�

Ri+1
�V�/�Ì�K�6�@�Q�o���`���I£:� �3�4�3�8�o�Q~"�q���k�M�4��'�/~Z���>�Z�M�

¡>~É�
a = m2n £I�+�/~R��~ m

£
n
�>��~��6���6�8�6~M�W�X��� Î/~��K�:�8~M�R~R�o�.�>�6�

m
�4�Ì�/�6���¦e�/~R�

m2n = (2j − 1)2i−j �4�e�>�6�;����� �T�4�
{

m = 2j − 1
n = i − j

� �'�@�X�3�4�R£






k =
m + 1

2

i = n +
m + 1

2

�

¨E�L�q�@�4�`�>�Z�L�'�@�X�
a
�>�6�i~X�>�o�"~8ÝR�:�o��� �����6�8~O�K�T�'�/~+�g~MÍ@�Q~R�6�8~�£/�K���i�@�'� ���`��� m + 1

2

�K�
R

n+ m+1
2

�
¨A�

a = 1997
£k�'�/~R�

m = 1997
�>�6�

n = 0
�Ê¦e�:�6�R£

k = i = 999
�¦e�/~R��~X�q����~�£

xk = 1997
�4�i�>�6�T����� �.�4�

xk
�4�G�'�/~v�4�M���w�8~R��� �@�

R999
£M�K�+�+�@�`�'�T�t�M�g~

k = 1 + 2 + 3 + · · · + 999 = 999 · 500 = 499500
�

â � Ï ���W�'�ÌÛk�o�:�6~ÉÐ¤¨E�G�4�¸�:�6�>�O�O�'�@�X�w�'�/~O~MÍ@�6�X���`���
ax3 + bx2 + cx + d = 0�Z� �'����~X�P�i~M�o�*�8�

x
�@�M�+�'����~M~����4�����K�6�o�+��~X�M�3���/�>�t�M�¶Ò+�>� �j�>�:�����/�>�t�.�6�/~X�O�'�/~~MÍ@�6�X���`���

4(ax3 + bx2 + cx + d)(3ax + b) = (3ax2 + 2bx + c)2
�@�XÎ/~MÑ
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re7:9;9�UX=QDQH>p"h³<>[�[oB:pvl6^��e2KB:9#">?`=�cwm�=@?An>UX[oF8?ADqpZ7>\X132NH/UX[PDEB>c6_iS@9�7:=QDC7:=�cR1vuk� 3�w���t�X�8~M�I£W�'�/~$�6���/���`~R�Ê�4�w�8�t� Î��4�M�C���R�K�6�8~V�'�/~v�6~M�X��~M~"�@�>�'�/~v�W� Î/~R�.~MÍ@�6�X���`����4�
4
£M� �k�T�6���3�@�XÎ/~

4
���/�>�t�M�GÈ/~R�8�@�>�/�G�'�/~*���t�`�W�K���M�@Î/~R�o�'�`���+�M�g�:~M�+�q���I�'�/~*�@�i���6~R��@�Q��~X�M�Q���/�>�t�gÑ

l@7M2N<�DE?A7:= H>p ue[g<�58U r6['7>\N7/7/Dqc m�=@?An>UX[oF8?ADqp re7M242AUÉs�U 7>\�DAJQU r/B:[o?NH/7/7>c
�eB:9T2A7/7RfQF'c¤uwr¤^¡>~É�

p(x) = ax3 + bx2 + cx + d
£:�>�6�T�`~É�

f(x) = 4(ax3 + bx2 + cx + d)(3ax + b) − (3ax2 + 2bx + c)2
�

}(~"�>��~v�8�@�`�+�'�@�X�k�'�/~O~MÍ@�6�X���`���
p(x) = 0

�@�M�V�'����~M~Z���4�����K�6�o�L��~X�M�6���/�>�t�R£M�>�6�.�+~�>��~Ì�M�g�:~M���:�6�:���¸�'�/~T���/�>�t�*�@���'�/~;~MÍ@�6�X���`���
f(x) = 0

�T¥Q�`~X�>�t� �I£6�'�/~j�6���/���`~R��4�*�K�:�8~R��~X���8~M���K�(��~X�M�¤���/�>�t�*����� ���;ã"�>�8~O�'�@�X�
f(x) = 2p(x)p ′′(x) − [p ′(x)]2

�Ò+~R�6�8~�£
f ′(x) = 2p(x)p ′′′(x) = 12ap(x)

�>�6�
f ′′(x) = 12ap ′(x)

�
¡>~É�v�'�/~����/�>�t�+�@�

p(x)
�6~

r1
£
r2
£��>�6�

r3
£e�+�/~R��~

r1 < r2 < r3
� �R�K�6�8~�'�/~X�g~T���/�>�t�v�>��~T���4�����K�6�o�W£

p ′(ri) 6= 0
Ï �q���

i = 1
£
2
£
3
ÐP� �R�K�6�8~+�'�/~R��~.�>��~O�'����~M~���/�>�t�R£@�'�/~T�6~M�X��~M~j�@�

p(x)
�t�>�/�6�>�"�6~.�`~X�'�v�'�@�>���'����~M~/�*¦e�/~R��~X�q����~�£

a 6= 0
�*}(~�t�>���M�'�8�i��~

a > 0
� Ï �G�'�/~R�C�Z�4�g~j�+~���~R�/�4�:�8~

p(x)
�>� −p(x)

£I�Z� �'���6��~
%I~M�o����
f(x)

� ÐË¦e�/~R�
limx→∞ p(x) = ∞ �>�6�

limx→−∞ p(x) = −∞ �ÊÒ+~R�6�8~
p ′(r1) > 0

£
p ′(r2) < 0

�>�6�
p ′(r3) > 0

�
ß����I~X�:�'�

i
£
f ′(ri) = 12ap(ri) = 0

£É�>�6�v�'�/~R��~V�>��~V�6�*�>�'�/~R�I�i�@�K�:�t�e�+�/~R��~
f ′(x) = 0

� �R�K�6�8~
f ′′(x)

�@�M�$�'�/~+�'�>��~.�'�`�X���M�
p ′(x)

£��+~Ì�@�XÎ/~
f ′′(r1) > 0

£
f ′′(r2) < 0

�>�6�
f ′′(r3) > 0

�©¦e�:�6�R£
f
�@�M�Ì�`�/�t�M�V�j�K���K�j�(�X�

r1
�>�6�

r3
£k��`�/�t�M�V�j�WÝM�K�T�i� �X�

r2
£k�>�6�!�6�©�>�'�/~R�O�`�/�t�M�L�j�WÝM�K�j�����O�j�K���K�j�i�Óß����.~X�:�'�

i
£

f(ri) = −[p ′(ri)]
2 < 0

�¶¦e�/~R��~X�q����~�£
f(x) < 0

�����>�¶�K�:�8~R�NÎ@�M�V�8���:�t�M�K���K�6�
r1
£
r2
�>�6�

r3
�$ß>�i�C�'�/~R��������~�£

limx→±∞ f(x) = ∞
Ï �'�K�6�8~*�'�/~Ì�@�`�R�/~X���'�'�6~M�X��~M~�8~R��� �K�

f(x)
�4�

3a2x4 ÐP�" 3�4�w�@�I�'�@�4�*�K�;�/�4�`~X�v�'�@�X�¸�'�/~j~MÍ@�6�X���`��� f(x) = 0
�@�M�~8ÝR�:�o��� �O�o�+�O��~X�M�/���/�>�t�R£M���6~*�@�@�+�@�`�'�+�4�3�`~X�'�k�'�@�>�

r1

Ï �+�/~R��~
f(x)

�'�@�>�6�R~X�V�E������i�@�'� ��� Î/~V�8�Z�6~M�W�X��� Î/~ÉÐe�>�6�*�'�/~v�>�'�/~R�w�X��~X�X�8~R�e�'�@�>�
r3

Ï �+�/~R��~
f(x)

�'�@�>�6�R~X�3�E������6~M�W�X��� Î/~"�8�Ì�i�@�'� ��� Î/~ÉÐP�
å � Ï ���W�'�+Ûk�o�:�6~ÉÐ¤¡>~É��� + �6~R�6�>�8~V�'�/~$�g~É�3�@���M�4���i�@�'� ��� Î/~v�o�X���`�����M���@�i���6~R�o�M�ß:�K�6�T�M�4�i�K�i�6�o���`�����

f :
� + → � + �8�Q�'�+�'�@�X�V�q���k�M�4� x ∈ � + �

Ï �XÐ
f(x + 1) = f(x) + 1

£
Ï �:Ð

f(x2) = (f(x))2
�
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f
�6~G�>�:�$�8�Q�'�v�K�i�6�o���`�����G�/�v�6�����i~R�C�C� Ï �XÐ��>�6�v�>�v�K�;��~M���4�X�8~3�K�6�@�Q�o���`���I£�+~O�R~É�
f(x + n) = f(x) + n

�q���G�M�4�
x ∈ � + �>�6� n ∈ � �

�L�.�'�/~O�>�'�/~R�V�@�>�6�I£
(

f(x + n)
)2

= f
(

(x + n)2
)

= f(x2 + 2nx + n2)

= f(x2 + 2nx) + n2 �



��	

¥I���;�/�>�t�K�6�@£R�+~O�/�:�t�M�K�
f(x2 + 2nx) = f(x2) + 2nf(x)

Ï �WÐ
�q���k�M�4�

x ∈ � + �>�6� n ∈ � �
ã"�>�j£k�`~É�

r =
p

q

�6~��>�:�ª~X�`~R��~R�:�j�@� � + £w�+�/~R��~ p ∈ � �>�6�
q ∈ � �

ß@����� Ï �WÐ'£W�Z� �'�
x = r

�>�6�
n = q

£X�+~*�R~É�
f(r2 +2p) = f(r2)+2qf(r)

��¦e�/~R�
f(r2) + 2p = f(r2) + 2qf(r)

£
�+�@�`�'�+���`~X�`���

f(r) =
2p

2q
= r

�¤¦e�/~R��~X�q����~�£
f
�4�V�'�/~Z�`�6~R�:��� �C�;��� � + �

¥I���:Î/~R�o�g~X� �I£/�'�/~T�`�6~R�:��� �C���@��� + ���`~X�>�t� �(�'�X���4�'Üi~X�.�8���6��� ���`����� Ï �XÐV�>�6� Ï �:Ð'£�+�/~R�6�8~Z� �3�4�3�'�/~*�i���`Í@�Q~Z�g�@�¢�����`�����
� � Ï ���W�'��Ûk�o�:�6~ÉÐ$ß:�K�6�(�'�/~j�P�j�M�4�`~X���

n
�8�Q�'���'�@�X�*�>�����6�Ì�>�:�

n
�K�:�8~M�R~R�o��'�/~R��~*�>��~

18
�K�:�8~M�R~R�o�V�+�/�@�g~Z�8�i� �4�$��� Î��4�'�`���`~+�>�

18
�
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n
�4�

35
�

ä���� ��@�.�@�M�Ì�6���MÎ/~M�I£I������~��R~R�6~R�o�M�4� �I£��'�@�X�Z�q���"�>�:�¶�W� Î/~R���K�:�8~M�R~R�
k > 1

£�>�����6�Z�>�:�
2k − 1

�K�:�8~M�R~R�o�¸�'�/~R��~O�>��~
k
�K�:�8~M�R~R�o�¸�+�/�@�g~O�8�i� �4�"��� Î��4�'�`���`~Ì�>�

kÏ �g~M~ Ô �RÙPÐP�k¥I�����'�`�6~R�k�>�:�
2k − 2

�K�:�8~M�R~R�o�L�8�Q�'�+�'�@�X�
k − 1

�@�/�'�/~R���>��~O~MÍ@�6�M���8�
0
���/�@�6�`�

k
£/�>�6�j�'�/~Ì�>�'�/~R�

k − 1
�>��~.~MÍ@�6�M�Q�8�

1
���/�@�6�`�

k
�*¨E�L�4�*~X�M�t�j�8�j�g~M~�'�@�X�W£i�>�����6�*�'�/~X�g~

2k − 2
�K�:�8~M�R~R�o�R£6�+~Ì�t�>�/�6�>�$Ü6�6�

k
�K�:�8~M�R~R�o�$�+�/�@�g~.�8�i� �4���� Î��4�'�`���`~+�>�

k
�¤¦e�:�6�R£M�'�/~"Î@�M�¢�Q~

2k − 1
�4�¸�K�6�6~M~M�;�j�K���K�j�M�C�

]kUW\NUX['UX=Q58U>Ö
Ô �RÙ��V�6Ûk�o�:�@�>��£IxMJQUOh!B/DAJQUX9jB/DE?A5CBM2��A=QDCUÉ2424?4s�UX=Q58UX[g£,�������6£>�¤�i���>�i�

ã"~8ÝX�O�����'�/~;�4�4���Z�>��~j�g�@�¢�����`�����O�8�(�6���/���`~R�j�+�@�w�'�/~;¦6~R�:�'�¶¨N�t�4�g�!���X�'�/~M��j�X���`�t�M�Q�V� �/�;�/�4�:� �������*�W� Î/~R� Ô �>�:��� �!� 
@�MÙ@�
Ç �kß:�K�6� Ï �Z� �'�T�6���/�@�4ÐI�M�4�Q�/�M�K�o�$�@�Q�K�:�8~M�R~R�o�

(x, y)
�'�X���4�'�4���K�6�"�'�/~O~MÍ@�6�X���`���

1 + 1996x + 1998y = xy .
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� �

}(~vÜ6�6�.�M�4�6�/�M�K�o�V�@�6�K�:�8~M�R~R�o�
(x, y)

�'�X���4�'�4���K�6�¸�'�/~"������~"�R~R�6~R�o�M�i~MÍ@�6�X���`���
1 + (p − 1)x + (p + 1)y = xy

£
�+�/~R��~

p > 1
�4�L�.�6�t�K��~*�@�i���6~R�W�¤¦e�@�4�v~MÍ@�6�X���`���j�4�$~MÍ@�6� Î@�M�`~R�:�G�8�

px + py = xy + x − y − 1
£

�+�@�`�'�j�t�>�;�6~O��~É�O�t� �o�8~R�Ì�M�
p
(

(x − 1) + (y + 1)
)

= (x − 1)(y + 1)
� Ï �WÐ

}(~.�/���g~R�NÎ/~*�'�@�X�
(x, y) = (1, −1)

�4�v�Ì�g�@�¢�����`�����>�6�j�'�@�X�v�6���>�'�/~R�$�t�>�6����`���X�8~X�L�q���
(x, y)

�Z� �'�
x = 1

���
y = −1

�t�>�j�'�X���4�'�4� Ï �WÐP�
ã"�>�Ë�8�i�6�i�@�g~.�'�@�X�

x 6= 1
�>�6�

y 6= −1
£Q�>�6���6~R�6�>�8~;�>�

d
�'�/~;�X��~X�X�8~X����8���;�����T��� Î��4�g���V�@�

x − 1
�>�6�

y + 1
��}(~+�@�XÎ/~

x − 1 = du, y + 1 = dv
£ Ï �WÐ

�+�/~R��~
u
�>�6�

v
�>��~+��~X�4�X��� Î/~X� ���6�t�K��~O�K�:�8~M�R~R�o�M� �X�Q������� �t�����K�6�*�'�/~X�g~T~8Ý>�6��~X�'�'�`������q���

x − 1
�>�6�

y + 1
�K�:�8� Ï �WÐ��>�6�;��� Î��`���K�6�Z�6�>�'�Ì�'�`�6~X�v�>�

d
�W� Î/~X�

p(u + v) = duv
� Ï 	WÐ

Ò+~R�6�8~�£
uv
��� Î��`�6~X�G�'�/~Z�6���/�@�Q�o�

p(u + v)
�>�6�T�4�L��~X�4�X��� Î/~X� �j�6�t�K��~¸�8�

u + v
�V�/��'�/~+ß>�i�6���>��~R�:�t�M�Q¦e�/~M����~R� �@�/ V�t� �'����~É���`�W£

uv
�4�L�Ì��� Î��4�g���3�@�

p
�¤¦e�:�6�R£

uv ∈ {1
£ −1

£
p
£ −p} �

�R�K�6�8~
p > 0

�>�6�
d > 0

£�� �L�q�@�4�`�>�Z�v�E����� Ï 	WÐ��'�@�X�
u + v

�>�6�
uv

�:�X��~M~+�K��'�`�X���w¦e�@�4�L�`~X�:���V�8�+�'�/~*�q�@�4�`�>�Z�K�6�Z�i�@�'�'�`���4�4� ���`~X�
�
• u = v = 1

�Z¦e�/~R�I£I�>� Ï 	WÐ'£
d = 2p

� �X�Q������� �t�����K�6�O�'�/~X�g~.Î@�M�¢�Q~X�*�K�:�8� Ï �WÐ'£�+~ZÜ6�6�.�'�@�X�
x = 2p + 1

£
y = 2p − 1

�
• u = 1

£
v = p

�¤¦e�@�4�3���`~X�`���
d = p + 1

�>�6�
x = p + 2

£
y = p(p + 1) − 1

�

• u = 1
£
v = −p

�¤¦e�@�4�V���`~X�`���
d = p − 1

�>�6�
x = p

£
y = −p(p − 1) − 1

�

• u = p
£
v = 1

�¤¦e�@�4�3���`~X�`���
d = p + 1

�>�6�
x = p(p + 1) + 1

£
y = p

�

• u = −p
£
v = 1

��¦e�@�4�V���`~X�`���
d = p − 1

�>�6�
x = 1 − p(p − 1)

£
y = p − 2

�
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}(~O�8���6���¢�Q�6~v�'�@�X�G�'�/~*�g~É�¸�@�Q�g�@�¢�����`�����¸�q���
(x, y)

�4�
{(1, −1)

£
(2p + 1, 2p − 1)

£
(p + 2, p(p + 1) − 1)

£
(p, −p(p − 1) − 1)

£
(p(p + 1) + 1, p)

£
(1 − p(p − 1), p − 2)} �

¦e�/~O�W� Î/~R�j�6���/���`~R���4�3�'�/~Z�P�i~M���4�M�e�t�M�g~"�+�/~R�
p = 1997

�
re7:9;9�UX=QD��Ìß����V�o�+����� %I~R��~R�:�*��~É�'�/�/���Z�@�¤Ü6�6���K�6�+�'�/~Ì�K�:�8~M�R~R�$�g�@�¢�����`������@�>�'�/~v~MÍ@�6�X���`���

p(x+y) = xy
£X�g~M~v�6���/���`~R�'�O�@�>�'�/~

31 � �
�M�/�>���4�g�j���X�'�/~R�j�X�'��`�t�M�6�V� �/�;�/�4�:�Ì�W� Î/~R�.�K�O�'�/~.re7:[�=QUX[��K�O�'�/~+���X�j�>�:�:�"�@�i���6~R� Ô �>�:�:���:�>���MÙL�>�6�Èi���/���`~R� ä � �>��	:�:� �K� �'�/~ �����j�>���4�>��Ûw� �'~É�t� ���X�8~R�j�X���`�t��ãv� ���������@�/£�6�¤���>��� 
!�>���/�
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ABC

�6~Ì�>��~MÍ@�6�4�4�X�8~R�o�M���8�t�4�>�6�W�`~/�jß����$�;�i�@�K�:�
M

�K���'�`�6~
ABC

£�`~É�
D
£
E
£
F
�6~O�'�/~Ì�q~M~É�*�@�I�'�/~Ì�i~R���i~R�6���`�t�6�4�>�o�*�E�����

M
���:�8�

BC
£
CA

£
AB

£��~X�P�i~M�o��� Î/~X� ���Gß:�K�6�Ì�'�/~Z�`�/�t�6�$�@�Q�M�4�i�8�Q�'�j�i�@�K�:�t�
M
�q���w�+�@�`�'�

∠FDE
�4�¸�+�t�`�R�>��>�6�W�`~/�
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M
�+�/�@�g~*�6�����N~M�o���`�����¸���:�8�

BC
£
CA

£
AB

�>��~
D
£

E
£
F
£I��~X�P�i~M�o��� Î/~X� �I£e�i�@�K�:�t�

B
£
D
£
M
£
F
�>��~j�8���6�C�/���4�`� Ï �'�/~g���4�`~;�����'�/~;���K�����`~�Z� �'�����4�>��~É�8~R�

BM
ÐP� �R�K�j�4�4�>�t� �I£

M
£
D
£
C
£
E
�>��~;�8���6�C�/���4�`�X�;¨E�"�q�@�4�`�>�Z�"�'�@�X�

∠FBM = ∠FDM
�>�6�

∠ECM = ∠EDM
�¤¦e�/~R��~X�q����~�£

∠FDE = ∠FBM + ∠ECM
�

¦e�:�6�R£
∠FDE = 90◦ ⇐=⇒ ∠FBM + ∠ECM = 90◦

⇐=⇒ ∠MBD + ∠MCD = 30◦Ï �'�K�6�8~
∠B = ∠C = 60◦)

⇐=⇒ ∠BMC = 150◦ �
}(~O�j�X�;�6�>� �8���6���¢�Q�6~"�'�@�X�3�'�/~Z�`�/�t�6�"�@�

M
�4�L�'�/~O�>���L�@�i�'�/~.���K�����`~Z�K�:�8~R�t�`���k�8�

4ABC
�8�Q�:�8~R�6���K�6�

150◦
���.�'�/~Z�4�K�6~Z�g~M�X��~R�:�

BC
Ï �M�L�g�/�>�O�j�K�.�'�/~ZÜi�É�i��~ÉÐP�
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Ú �kß:�K�6�j�M�4�Q�i�@� �/�6���j�4�M�4�
p(x)

�'�X���4�'�4���K�6�"�'�/~O~MÍ@�6�X���`���
(x − 16)p(2x) = 16(x − 1)p(x)

�q���k�M�4�
x
�
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&@[oB:=Q58U� GB:=QS�_iS6bLB:['S©x:^��j^LaOB:=@sMcZaZ?42K\E[o?AS 
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È/�@�g�����
p(x) = anxn + an−1xn−1 + · · · + a1x + a0

£
�XÎ/~M�

an 6= 0
�iáV�>���

(x − 16)p(2x) = 16(x − 1)p(x)
£M� � �~M�W�M�4� ���~O�6~X�L�8�/~
�����`~R�:�t��6~X�w�8~R����~X�V�6~"�/�¢�6�V�@�R���3�6~M�X� �~*�6���/�6~

2nan = 16an
�@�L�Ì~R�T���~M�@�6� �G�6���6�GÍ@�Q~

n = 4
�eá0� ����

p(x) = a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x + a0
�

�L�T�
(x − 16)p(2x) = 16a4x5 + (8a3 − 256a4)x

4 + (4a2 − 128a3)x
3

+(2a1 − 64a2)x
2 + (a0 − 32a1)x − 16a0

~É�
16(x − 1)p(x) = 16a4x5 + (16a3 − 16a2)x

4 + (16a2 − 16a3)x
3

+(16a1 − 16a2)x
2 + (16a0 − 16a1)x − 16a0

�
�L�;�/�:���`~R�:�V�/�>�G�`�6~R�:���4Üi�t�X���`�����6~X�$�8�/~
�����`~R�:�t�

a3 = 30a4
£

a2 = 280a4
£

a1 = −960a4
£

a0 = 1024a4
£

� � ����
p(x) = a4(x

4 − 30x3 + 280x2 − 960x + 1024)

= a4(x − 2)(x − 4)(x − 8)(x − 16)
�

à �3¡>~É�
a
£
b
£
c
�6~v�6���6�8�6~M�W�X��� Î/~Z��~X�M�/�@�i���6~R�o�G�8�Q�'�Z�'�@�X�

a+ b + c ≥ abc
�Èi���MÎ/~¸�'�@�X�

a2 + b2 + c2 ≥ abc
�
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���

�©����~*�R~R�6~R�o�M�4� �I£:�`~É�
n ≥ 2

�6~"�>�Ì�K�:�8~M�R~R�G�>�6�
1 ≤ p ≤ n

�¤}(~Z���4�M�K�Ë�'�@�X��4�
a1, a2, . . . , an

�>��~"�6���6�8�6~M�W�X��� Î/~*��~X�M�/�@�i���6~R�o�3�8�Q�'�Z�'�@�X� ∑
ai ≥ ∏

ai
£R�'�/~R�

∑

ap
i ≥ n(p−1)/(n−1)

∏

ai
�

Ï Ò+~R��~"�>�6�;�6~X�`�>�j£:�M�4�i�8�i�j�¸�>�6�j�6���/�@�Q�o�t�3�>��~+~8ÝX�8~R�6�6~M���MÎ/~R�
i = 1

£
2
£
. . .

£
n
� Ð

YQ['7/7>\o�¤}(~O�8�����'�`�6~R�w�o�+�T�t�M�g~X�
�
���������i� ∏

ai ≤ nn/(n−1) �ß@�������'�/~v v�©�'ÛL� ¨N�6~MÍ@�6�M�4� �C�I£>�+~O�@�XÎ/~
∑

ap
i ≥ n

(

∏

ap
i

)1/n

= n
(

∏

ai

)(p−n)/n∏

ai

≥ n(p−1)/(n−1)
∏

ai
£

�6~M�t�R�6�g~
p ≤ n

�
�������
	6� ∏

ai > nn/(n−1) �
�L�'�K�6�"�'�/~jÈ/�>�+~R�8�É�©~X�>�(¨N�6~MÍ@�6�M�4� �C���>�6�T�'�/~.�8���6��� ���`��� ∑

ai ≥ ∏

ai
£:�+~�/�:�t�M�K�

(

1

n

∑

ap
i

)1/p

≥ 1

n

∑

ai ≥ 1

n

∏

ai
£

�+�@�`�'�Ì�K�;�/�4�`~X�
∑

ap
i ≥ n1−p

(

∏

ai

)p

= n1−p
(

∏

ai

)p−1∏

ai

≥ n(p−1)/(n−1)
∏

ai
�

¦e�@�4�$�8���;�/�`~É�8~X�3�'�/~Z�6���/�@�e�@�6�'�/~O���4�M�K���
¦��:�>�K�6�

n = 3
�>�6�

p = 2
£W�>�6�O��~R���>�j�K�6�

a1
£
a2
£
a3
�>�

a
£
b
£
c
£g�+~L�g~M~V�'�@�X��i�6�6~R���'�/~Z�8���6��� ���`�����L�W� Î/~R�Ì�K�+�'�/~*�6�����i�@�'�M�N£W�'�/~R��~Z�/�@�`���k�'�/~Z�6~É�o�8~R�w�K�6~MÍ@�6�M�4� �C�

a2 + b2 + c2 ≥
√

3 abc
�¤¦e�@�4�L�K�6~MÍ@�6�M�4� �C�j�4�¸���8�����6�R~R�¤�'�@�>�Ì�'�/~+���6~Z�6�����i�@�g~M���

aTU"BM2KFW7OsR?An>U �e2KB:9#">?`=¤Õ F¸FW7M2N<�DE?A7:=;B:=QSÌ['UX9jB:[)":FM^}(~Z�6~M~M������� �j�8�����'�`�6~R�w�o�+�j�t�M�g~X�M�
Ï �WÐk¨A�

a
£
b
£
c
�>��~*�M�4� ≥ 1

£R�'�/~R�����`~X�>�t� �
a2 + b2 + c2 ≥ a + b + c ≥ abc

�
Ï �WÐk¨A�Q�X�3�`~X�M���$���6~O�@�

a
£
b
£
c ≤ 1

Ï �'�X�
c ≤ 1

Ð'£R�'�/~R�
a2 + b2 ≥ ab ≥ abc

�
re7:9;9�UX=QD��!¦e�/~��'�>��~��6���/���`~R���Z� �'�/�:���Z�'�/~(�8���6��� ���`�����'�@�X�

a
£
b
£
c
�6~�6���6�8�6~M�W�X��� Î/~*�4�L�W� Î/~R�Ì�M�V�Z�6���/���`~R�À�Z� �'�/�:���k�g�@�¢�����`���Ì�K��áZ�/ß����j�K�I£ �6��ÛG~R�6�>�K�I£¨'�i¨E�8~R�6�6~R���@£6h!B/DAJQUX9jB/DE?A5CBM2�r�?`['5C2AUWFX£R V��~R�W�e���X�'�I� �>�/�X�q£��������6£:�¤���>���6�

}(~+�6�>�Ë�8���6���¢�Q�6~Z�'�/~.�6���/�@���>�j�M�4�`�>�Z�K�6�+�6~M�W�X��� Î/~Ì�@�i���6~R�o�M�"¨A� �E�6���v���6~�@�
a
£
b
£
c
�4�$�6~M�W�X��� Î/~+���G�4�Q�M�4�/�'����~M~Z�>��~Z�6~M�W�X��� Î/~�£>�'�/~R�

abc ≤ 0
£:�K�Ì�+�@�`�'�;�t�M�g~�'�/~j��~X�8�6� �v�4�Z�K�;��~M���4�X�8~/�Ì¦e�:�6�R£i�+~j�j�X���M�'�8�i��~Ì�'�@�X�Z����� ���o�+���@���'�/~R��£e�'�X�

b
�>�6�

c
£/�>��~.�6~M�W�X��� Î/~/�"¦e�/~R�I£6�`~É�o���K�6�

x = −b
�>�6�

y = −c
£@�+~Ì�@�XÎ/~Z�8�j�g�/�>��'�@�X�$�+�/~R�

a ≥ x + y + axy
£6�+~;�t�>���8���6���¢�Q�6~.�'�@�X�

a2 + x2 + y2 ≥ axy
�



�:�

¦e�/~;�M�'�8�i��~M���K�6~MÍ@�6�M�4� �C�¶�K�;�/�4�`~X�O�'�@�X�
xy ≤ 1

�©¨A�
a ≥ 1

£I�'�/~R�
a2 ≥ axy

£�+�@�`�'�¶�K�;�/�4�`~X�.�'�/~��6~X�'�K��~M�©��~X�8�6� �X�³¨A�
a ≤ 1

£¤�'�/~R�
x ≤ 1

�>�6�
y ≤ 1

�³¨N��'�@�4�.�t�M�g~
a > x + y ≥ xy

£��'�K�6�8~T�'�/~j�4�X�o�8~R�*�K�6~MÍ@�6�M�4� �C�¶�t�>���6~;��~É�O�t� �o�8~R���M�
1 ≥ (1 − x)(1 − y)

��¦e�:�6�R£R�+~v�����4�4�i�@�XÎ/~
a2 ≥ axy

£X�Z� �'�Z�'�/~"�'�>��~Z�8���6���¢�6�'�`����M�$�6~X�q����~/�
â �k¡>~É�

S
�6~k�'�/~V�g~É�¤�@�>�M�4�:�/�6�v�K�:�8~M�R~R�o�k�X��~X�X�8~R�6�'�@�>�O���6~/�kß����I~X�:�'�

x ∈ S
£�6~R�6�>�8~O�>�

δ(x)
�'�/~*�i���`Í@�Q~Z�K�:�8~M�R~R�3�'�X���4�'�4���K�6�v�'�/~Z�K�6~MÍ@�6�M�4� �C�

2δ(x) < x < 2δ(x)+1 �
ß����

a
£
b ∈ S

£��6~XÜ6�6~
a ∗ b = 2δ(a)−1(b − 3) + a

�
Ô ß����k~8ÝR�>�;�/�`~�£X�8�.�t�M�`�t�6�4�X�8~

5∗7
�6�>�8~L�'�@�X�

22 < 5 < 23 £M�g�"�'�@�X� δ(5) = 2
£R�>�6��/~R�6�8~�£

5 ∗ 7 = 22−1(7 − 3) + 5 = 13
�3 3�4�g�

22 < 7 < 23 £/�g�Ì�'�@�X� δ(7) = 2�>�6�
7 ∗ 5 = 22−1(5 − 3) + 7 = 11

Ù@�Èi���MÎ/~¸�'�@�X�3�4�
a
£
b
£
c ∈ S

£M�'�/~R�
Ï �XÐ

a ∗ b ∈ S
�>�6�

Ï �:Ð
(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c)

�
l@7M2An>U>STH>p+h©?A5tJQUÉ2IuQB/DEBM?4242AUWcI]k76<�UX=�c &@[oB:=Q58U� eY6?AUX[�['U*u¤7:[�=�F)(ÉDCUÉ?`=�c�YQ7:=QDC7M?KFWUWc

&@[oB:=Q58U� �Y�B/nW2A7>Fºh!B:[oBMs�76<�S:B�">?KF'c©Y6?`['UWB>F'c -�['U>U>58U� !B:=QS�_iS6bLB:['S x:^��j^(aOB:=@sMcaZ?42K\E[o?AS 
MB6<>[o?AUX[Om�=@?An>UX[oF8?ADqp>c3aOB/DCUX[o2A7/7>c �VzT^¤aTUvsR?An>UjaOB:=@sQÕ FLFW7M2N<�DE?A7:=�^
Ï �XÐ �R�K�6�8~

b−3
�4�k~gÎ/~R�I£

a∗b
�4�k���`~X�>�t� �O�/�6���6 3�4�g�e£W�'�K�6�8~

2δ(a)−1(b−3) ≥ 0
£�+~O�@�XÎ/~

a ∗ b ≥ a > 1
�GÒ+~R�6�8~�£

a ∗ b ∈ S
�

Ï �:Ð3ã"�>�8~"Ü6�o���k�'�@�X�
(a ∗ b) ∗ c = 2δ(a∗b)−1(c − 3) + (a ∗ b)

= 2δ(a∗b)−1(c − 3) + 2δ(a)−1(b − 3) + a
Ï �WÐ

�>�6�
a ∗ (b ∗ c) = a ∗ (2δ(b)−1(c − 3) + b)

= 2δ(a)+δ(b)−2(c − 3) + 2δ(a)−1(b − 3) + a
� Ï �WÐ

�/� Ï �WÐ��>�6� Ï �WÐ�� �¸���`~X�>�t� �T�8�����8~X�V�8�.�g�/�>�Ó�'�@�X�
δ(a ∗ b) = δ(a) + δ(b) − 1

� Ï 	WÐ
�/�j�6~XÜ6��� ���`���I£

2δ(a) < a < 2δ(a)+1 �>�6� 2δ(b) < b < 2δ(b)+1 �
�L�'�K�6�v�'�/~*�K�6~MÍ@�6�M�4� ���`~X�

a < 2δ(a)+1 �>�6� b < 2δ(b)+1 £M�+~O�@�XÎ/~
2δ(a)−1(b − 3) + a < 2δ(a)−1(b − 3) + 2δ(a)+1

= 2δ(a)−1(b − 3 + 4)

= 2δ(a)−1(b + 1) ≤ 2δ(a)−1 · 2δ(b)+1 �



���

�'�@�X�3�4�R£
a ∗ b < 2δ(a)+δ(b) � Ï �>Ð

�R�K�j�4�4�>�t� �I£>�6�'�K�6�v�'�/~Z�K�6~MÍ@�6�M�4� ���`~X�
2δ(a) < a

�>�6�
2δ(b) < b

£M�+~O�@�XÎ/~

2δ(a)−1(b − 3) + a > 2δ(a)−1(b − 3) + 2δ(a)

= 2δ(a)−1(b − 3 + 2)

= 2δ(a)−1(b − 1) ≥ 2δ(a)−1 · 2δ(b) �

�'�@�X�3�4�R£
a ∗ b > 2δ(a)+δ(b)−1 � Ï �WÐ

ß@����� Ï �>Ð��>�6� Ï �WÐe�+~O�@�XÎ/~
2δ(a)+δ(b)−1 < a ∗ b < 2δ(a)+δ(b) �w¦e�/~R��~X�q����~�£

δ(a ∗ b) = δ(a) + δ(b) − 1
£

�+�@�`�'�Ì�4� Ï 	WÐP��¦e�@�4�$�8���;�/�`~É�8~X�3�'�/~O�6���/�@�t�
å ��Ûw� Î/~R�v�¸�i�@�'� ��� Î/~G�K�:�8~M�R~R�

n
£X�6~R�6�>�8~L�>�

σ(n)
�'�/~3�8�i�Ê�@�>�M�4�W�'�/~V�i�@�'� ��� Î/~�K�:�8~M�R~R�o�L�+�@�`�'����� Î��`�6~

n
� Ô ß����¸~8ÝR�>�;�/�`~�£

σ(3) = 1 + 3 = 4
£
σ(6) = 1 + 2 +

3 + 6 = 12
£
σ(12) = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28

� Ù
}(~;�'�X���'�@�X�

n
�4�Ì�:�@�i�6���>�:�O�4�

σ(n) > 2n
� Ï ¦e�:�6�R£w�q���O~8ÝR�>�;�/�`~�£

12
�4��:�@�i�6���>�:�oÐP��¡>~É�

a
£
b
�6~��i�@�'� ��� Î/~��K�:�8~M�R~R�o�.�>�6�¶�8�i�6�i�@�g~j�'�@�X�

a
�4�Ì�:�@�i�6���>�:�X�Èi���MÎ/~¸�'�@�X�

ab
�4�L�:�@�i�6���>�:�X�
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¡>~É�
d1
£
d2
£
. . .
£
dk
�6~j�M�4�w�'�/~��i�@�'� ��� Î/~j�K�:�8~M�R~R�o�Z�+�@�`�'����� Î��`�6~

a
��¦e�/~R�

d1 + d2 + · · · + dk > 2a
�G 3�4�g�e£

d1b
£
d2b

£
. . .
£
dkb

�>��~+�M�4����� %I~R��~R�:�$�i�@�'� ��� Î/~�K�:�8~M�R~R�o�3�'�@�X�¸��� Î��`�6~
ab
�¤¦e�:�6�R£

σ(ab) ≥ d1b + d2b + · · · + dkb > 2ab
£

�+�/~R�6�8~
ab
�4�¸�:�@�i�6���>�:�X�

� �
ABCD

�4�+��Í@�6�:�/�t�4�4�X�8~R�o�M�¤�+�@�`�'���4�Ì���K���t�i�j�g�8�t�`�6~M���:�6�:���*�(���K�����`~
ΓÏ �'�@�X�k�4�R£�~X�:�'�.�'�`�6~Z�@���'�/~ZÍ@�6�:�/�t�4�4�X�8~R�o�M�/�4�G�t�>�6�R~R�:�w�8�

Γ
ÐP�G¨A�

∠A = ∠B = 120◦
£

∠D = 90◦
�>�6�

BC
�@�M�¸�`~R�6�g�'�

1
£:Ü6�6�I£M�Z� �'�T�6���/�@�o£R�'�/~*�`~R�6�g�'���@�

AD
�
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£>�>�6�Ì�`~É�

I
£
J
£
K
£M�>�6�

L
�6~$�'�/~*�i�@�K�:�t�3�X�w�+�@�`�'�

AB
£
BC

£
CD

£X�>�6�
DA

�8�:�Q�'�
Γ
£R��~X�P�i~M�o��� Î/~X� ����¦i�t�4�>�6�W�`~

IBJ
�4�k�4�g�@�g�8~X�`~X�w�Z� �'�

∠B = 120◦
�*¦e�/~R��~X�q����~�£

∠BIJ = ∠BJI = 30◦ � �+�/~R�6�8~�£
∠OIJ = 60◦

�+¨E��q�@�4�`�>�Z�L�'�@�X� 4IOJ
�4�"~MÍ@�6�4�4�X�8~R�o�M�I�>�6�I£6�8�����g~MÍ@�Q~R�:��� �I£

IJ = OI = OJ = R
£

�'�/~Z�o�:���¢�6�$�@�
Γ
� �R�K�6�8~ √

3

2
= cos 30◦ =

IJ/2

BJ

£M�+~O�R~É�
BJ =

R√
3

�
ã"�>�j£I�/���g~R�NÎ��K�6�+�'�@�X�

OKDL
�4�O�;�gÍ@�6�>��~T�>�6���'�@�X� 4IOJ

�>�6� 4IOL�>��~�~MÍ@�6�4�4�X�8~R�o�M�w�8�t�4�>�6�W�`~X�R£¤�+~��/�:�t�M�K�
∠KOJ = 150◦

�(¦e�/~R�
∠OCJ = 15◦ �

�+�/~R�6�8~�£
2 −

√
3 = tan 15◦ =

OJ

CJ

�¤¦e�@�4�V�K�;�/�4�`~X�3�'�@�X�
CJ = R(2 +

√
3)
�¤¦e�/~

��~X�4�X���`���
1 = BC = BJ + CJ

�6�>� ���`~X�`���
R =

√
3

4 + 2
√

3

���L�'�K�6�
DL = R

�>�6�
AL = BJ =

R√
3

£>�+~+�t�>�;�8���;�����8~
AD = AL + DL =

R√
3

+ R
£>�+�@�`�'�

��~X�:���4� �;�W� Î/~X�
AD =

√
3 − 1
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�
� �T¡>~É�

A
�6~Ì�T�8�Q���g~É�*�@� {0

£
1
£
2
£
3
£
. . .
£
1997} �8���:�t�M�K���K�6�Ì������~O�'�@�>�

1000
~X�`~R��~R�:�t�M�LÈi���MÎ/~V�'�@�X�V~X� �'�/~R�

A
�8���:�t�M�K���V�O�i�>�+~R�G�@�

2
Ï �'�@�X�G�4�R£>�O�@�i���6~R��@�L�'�/~��q�����

2k �Z� �'� k
���6���6�8�6~M�W�X��� Î/~��K�:�8~M�R~R�CÐ+���O�'�/~R��~�~8ÝM�4���Ì�o�+�ª���4�����K�6�o�~X�`~R��~R�:�t�

a
£
b ∈ A

�8�Q�'�+�'�@�X�
a + b

�4�¸�+�i�>�+~R�3�@�
2
�

l@7M2An>U>SÌH>p+Y6?AUX[�['U"u¤7:[�=�F)(ÉDCUÉ?`=�c�YQ7:=QDC7M?KFWUWc�&@[oB:=Q58U� /B:=QSÌ_iS6bLB:['Sjx:^��j^eaOB:=@sMcaZ?42K\E[o?AS 
MB6<>[o?AUX[Om�=@?An>UX[oF8?ADqp>c3aOB/DCUX[o2A7/7>c �VzT^¤aTUvsR?An>UjaOB:=@sQÕ FLFW7M2N<�DE?A7:=�^
¡>~É�

S = {0
£
1
£
2
£
. . .
£
1997} �L}(~.�6���MÎ/~v�'�/~.�q�@�4�`�>�Z�K�6�O���8�����6�R~R�L��~X�8�6� ����4�

A
�4�.���8�Q���g~É�.�@�

S
�8���:�t�M�K���K�6��������~Ì�'�@�>�

997
~X�`~R��~R�:�t�R£��'�/~R�

A
�8���:�t�M�K����j�i�>�+~R�v�@�

2
£Q���

A
�8���:�t�M�K���v�o�+�����4�����K�6�o�*~X�`~R��~R�:�t�

a
£
b
�8�Q�'�;�'�@�X�

a + b
�4�*��i�>�+~R�3�@�

2
�Gß>�i�C�'�/~R��������~�£R�'�/~+�6�:�i�6�

997
�4�3�'�/~+�6~X���V�i�@�'�'�`���`~/�

�X�i�6�i�@�g~
A ⊆ S

�6�/~X�Z=Q7/D3�@�XÎ/~O�'�/~j�6~X�g�8�t�`�6~M���6�����i~R�C�C���*}(~O�Z�4�4���g�/�>��'�@�X� |A| ≤ 997
�

ã"�>�8~3�'�@�X�
210 = 1024 < 1997 < 2048 = 211 ��}(~$�>���o�>�6�R~L�'�/~v�@�i���6~R�o�



�>���

�K�
S − {0

£
1
£
2
£
8
£
32
£
1024} �K�:�8�Ì�>�T�>���o�X�T�M�L�q�@�4�`�>�Z�
�
3 13 14 50 51 1997
4 12 15 49 52 1996
5 11 16 48 53 1995
6 10 17 47 54 1994
7 9 18 46 55 1993

· · · ·
· · · ·

31 33 · ·
· ·
· ·

1023 1025

¡>~É�
Ci
�6~R�6�>�8~.�'�/~

i �
� �8�@�¢�i�;���@�¤�'�/~j�>���o�X� Ï

i = 1
£
2
£
. . .
£
6
ÐP��ã"�>�8~.�'�@�X�*�K�

C1 ∪C2
£W�'�/~¸�o�+�O�@�i���6~R�o�k�K�O�'�/~$�'�>��~v���>�º�:�6�Z�i�O�8�

16 � �K� C3 ∪C4
£X�'�/~L�o�+��@�i���6~R�o�V�K�.�'�/~*�'�>��~Z���>�Ó�:�6�Ì�i�.�8�

64 � �>�6�Ì�K� C5 ∪ C6
£M�'�/~v�o�+�Ì�@�i���6~R�o�V�K��'�/~+�'�>��~Ì���>�À�:�6�;�i�j�8�

2048
� �R�K�6�8~

16
£
64
£/�>�6�

2048
�>��~+�i�>�+~R�o�"�@�

2
£/�>�6��'�K�6�8~ |C1| = |C2| = 5

£ |C3| = |C4| = 18
£��>�6� |C5| = |C6| = 973

£:�+~.�@�XÎ/~
|A ∩ (C1 ∪ C2)| ≤ 5

£ |A ∩ (C3 ∪ C4)| ≤ 18
£6�>�6� |A ∩ (C5 ∪ C6)| ≤ 973

� 3�4�`�>�Z�K�6�
0 ∈ A

£M�+~*Ü6�6�Ì�'�@�X� |A| ≤ 1 + 5 + 18 + 973 = 997
£>�M�v���4�M�K��~M���

ß>�i�C�'�/~R��������~�£Z�4�Z�+~¶�t�:�:~
A = {0} ∪ C2 ∪ C4 ∪ C6

£*�'�/~R�À���`~X�>�t� �
|A| = 997

£k�>�6�¶� �O�4�;~X�M�t���8�¶�'�/~M�'���'�@�X�
A
�6�/~X�T�6�>�.�8���:�t�M�K�¶���i�>�+~R�+�@�

2���Q�o�+�+~X�`~R��~R�:�t�k�+�@�`�'�O�:�6�Z�i�Z�8�Z�*�i�>�+~R�¤�@�
2
��¦e�:�6�R£W�'�/~¸�i�6�i~R�w�6�:�i�6�.�@��������4�3�'�/~+�6~X���V�i�@�'�'�`���`~/�

]kUX9jB:[)"��� �Î/~R�N�O�K�:�8~R��~X�����K�6�v�6���/���`~R� ×É�6~X�g~R�NÎ��K�6�:ØL�Z���`�8~v�g�@�¢�����`���I£R�+�@�`�'��/���i~X�K�6�4� �T�4�¸�E����� ×P¦e�/~T�e�/�/�6Ø Ï �>�jä���� ��@�
�@�6~XÜ6��� ���`���:ÐP�
� ��¡>~É�

S
�6~.�'�/~j�g~É�Z�@�w�M�4�k���X�t�i�o�M�k�@�i���6~R�o�

n
�'�X���4�'�4���K�6�.�'�/~j�q�@�4�`�>�Z�K�6��8���6��� ���`�����
�

Ï �XÐ
n
�@�M�

1000
���`�W� �t�R£

Ï �:Ð��M�4�/�'�/~O���`�W� �t�v�@�
n
�>��~O�/�6�I£>�>�6�

Ï �oÐe�'�/~Z�:���g�@�¢���8~vÎ@�M�¢�Q~+�@�6�'�/~O��� %I~R��~R�6�8~+�6~É�o�+~M~R�j�:� �q�:�8~R�:�¸���`�W� �t�v�@�
n
�4�

2
�

á¸~É�8~R���j�K�6~v�'�/~O�@�i���6~R�V�@�e���4�����K�6�o�¸~X�`~R��~R�:�t�v�@�
S
�

l@7M2An>U>S�H>p h©?A5tJQUÉ2�uQB/DEBM?4242AUWc!]k76<�UX=�c &@[oB:=Q58U� !B:=QS�Y6?AUX[�['UÞu¤7:[�=�F)(ÉDCUÉ?`=�cYQ7:=QDC7M?KFWUWc�&@[oB:=Q58U�^¸aTUvsR?An>UOu¤7:[�=�F)(ÉDCUÉ?`=¤Õ F$FW7M2N<�DE?A7:=�^¡>~É�
k
�6~O�.�i�@�'� ��� Î/~Z�K�:�8~M�R~R�W�vá¸~R�6�>�8~+�>�

Sk
�'�/~O�g~É�¸�@�e�M�4�

k
�'���`�W� �¸���X�t�i�o�M��@�i���6~R�o�

n
�'�X���4�'�4���K�6� Ï �:ÐI�>�6� Ï �oÐP�3¡>~É�

Uk
�6~$�'�/~*�g~É�L�@�I~X�`~R��~R�:�t�v�@�

Sk
~R�6���K�6��K�

1
���

9
£
Vk

�'�/~��g~É�Ì�@�$~X�`~R��~R�:�t�;�@�
Sk

~R�6���K�6���K�
3
���

7
£w�>�6�

Wk
�'�/~��g~É��@�3~X�`~R��~R�:�t�.�@�

Sk
~R�6���K�6�T�K�

5
�(¡>~É�

sk = |Sk| £ uk = |Uk| £ vk = |Vk| £e�>�6�
wk = |Wk| �ã"�>�8~"�'�@�X�$~X�:�'��~X�`~R��~R�:�"�@�

Sk+1
�4�*�/�:�t�M�K�6~M�;�E����� �>��~X�`~R��~R�:�v�@�

Sk
�>��:�6���K�6�j�>�¶�/�6���@�i���6~R�"�X�"�'�/~��t�`�R�>�+�@�G� �t�Ì�6~M���K�j�M�3~8Ý>�/�>���'�`���I£w�q�@�4�`�>�Z�K�6� Ï �oÐP� V�:�

n ∈ Uk
�j�X���6~O�6�g~M�j�8���8�������8�o�Q�o�v~8ÝR�:�o��� �(���6~.�@�i���6~R�$�@�

Sk+1
�6~M�t�R�6�g~
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�'�/~Ì����� ���i�@�'�'�`���`~T���`�W� �V�'�@�X�v�j�X���6~+�:�6�6~M�j�8�
n
�4�

3
�4�e�'�/~.�t�`�R�>�8���@���v���`�W� �"�@�

n
�4�

1
£e�>�6�

7
�4�w�'�/~j�t�`�R�>�8���@���Z���`�W� �O�@�

n
�4�

9
�j¦e�/~R���+~��/�:�t�M�K�

uk
~X�`~R��~R�:�t��6~X�`���6�W�K�6�Z�8�

Vk+1
� �R�K�j�4�4�>�t� �I£6�>�:�

n ∈ Vk
�j�X���6~O�6�g~M�;�8���8�������8�o�Q�o�v~8ÝR�:�o��� ����6~;�@�i���6~R�Z�@�

Uk+1
�>�6�¶���6~��@�i���6~R�Z�@�

Wk+1
� �>�6���>�:� n ∈ Wk

�j�X���6~�6�g~M�.�8�j�8�������8�o�Q�o�V~8ÝR�:�o��� �Ì�o�+�Ì�@�i���6~R�o�$�@�
Vk+1

�
�R�K�6�8~

n
�t�>�/�6�>�Z�6~X�`���6�+�8��������~+�'�@�>�����6~;�@�¤�'�/~;�t�M�g~X�O�:�6�MÎ/~�£6�'�/~;�8���6����8�o�Q�o���`���T�`~X�:���V�8�T��� %I~R��~R�:�L�@�i���6~R�o�L�K�

Sk+1
�¤¦e�:�6�R£







uk+1 = vk
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